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1748. Tekintsiik az 1744. abrat. Felhaszndljuk, hogy a paralelogramma atléinak négyzet-
osszege egyenl az oldalainak négyzetosszegével. Az ACGE paralelogrammaban: AG* + EC* =
= 2(AE* + AC?*). A BDHF paralelogramméban: DF* + BH* = 2(BF* + DB?). Az ABCD parale-
logrammaban: AC?+ BD* = 2(AB* + AD?). A fenti osszefiiggéseket felhasznélva: AG* + EC* +
+ DF* + BH* = 2AE* + 24AC* + 2BF* + 2BD* = 2AE’* + 44AB* + 4AD* + 2BF* = 2¢* + 4a” +
+4b* + 22 = 4(a* + b* + 2.

1749. Felhasznaljuk, hogy a paralelogramma atldinak né%yzetésszege egyenlé az oldalainak
négyzetdsszegével. A BCHE paralelogrammaban £ + EC*=2BE* + 2b". A BFHD Jparale-
logrammaban ¢ + DF* = 2DB?* + 2¢>. Az ABGH paralelogramméban t* + AG* = 2BG* + 24°.
A fenti dsszefiiggéseket felhaszndlva: 2t + 2+ EC*+ DF*+ AG*=2(BE* + DB* + BG?) +
+ 2(a* + b* + ¢?). Az aldhtizottak a testatlok négyzetei, amiknek dsszege az 1748. feladat szerint
egyenld az oldalak négyzetdsszegével. = 2% + 4£a2 + b* + ¢*)=2(BE* + DB* + BG? +
+2(a*+ b* + A=+ a* + b* + > =BE* + DB* + BG~.

1750. VV=15105,8cm® ~ 15,1 dm’.

1751. V=1¢-M = (9-13-sin 48,6°)(25 - sin 68,3°) ~ 2038,6 cm”.

1752. Tekintsiik az 1751. abrét. Leggen a=11cm, b=8cm, a =46,7°, c = 16cm, y = 62,5°,
€=153°1t=811-sin46,7° =~ 64,04 cm~ és m = 16 -sin 62,5° ~ 14,2 cm. M =m -sin 53° =~ 11,34 cm.
V=t M= 72625cm>.

1753. Legyena=1lcmésa=y=523%A=6a’sina= H G

x~ 574,43cm?. m =a-sin y = 8,7 cm. A rombusz atléi mer6-

legesen felezik egymast és szogfelez6k. Egybevagd rom-
buszok magassagai egyenlok. = BUEA egyenld szaru, szar-

e
. e LY 485 . 6_7:>6
szoge €. > =a sm2 ~ 4,85cm, sm2 = 5~

~33,88°=¢€ = 67,76°. M =m -sin € = 8,05 cm.
V=a? sin a-M =~ 770,7 cm®.

1754. Tekintsiik a hasab oldalélekre mer&leges sikmet-
szetét! A sikmetszetharomszog oldalai az oldallapok ma-
gassagai. Az oldalélek egyenlSk (b hosszusaguiak). A ha-
romszog-egyenlStlenség szerint m, <m, + m,=t,<t, +1,.
1755. Tekintsiik a hasab oldalélekre mer&leges sikmet-
szetét, a PORA-et! A sikra merGleges egyenes tétele miatt
AD 1 RP ésAD 1 QP = RPQ< a két oldallap szoge. = A
sikmetszet sokszOg belsd szogeinek Osszege egyenld az
oldallapsikok altal bezart szogek dsszegével. A bizonyitas
tetsz6leges n oldali hasdbra elmondhatd. n oldala hasab
sikmetszete n-szog, ezért (n — 2) - 180° a szogek Osszege.
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1756. Irjuk fel a felszint és a térfogatot az élekkel kifejezve. A szamtani és mértani kozép

) ) ab + bc + ac
kozotti egyenl6tlenséget hasznaljuk fel. 4 =2-(ab + bec + ac) = 6'f =
ab  ab bc bc ac ac ab+c) b(+a) c(@+b)
— et —t—F—+—+— + +
—6-—2 2 2 2 2 2 _g. 2 2 2 >

3 - 3

Egyenl6ség a = b = ¢ esetén. = Allandé térfogat mellett a minimalis felszini téglatest a kocka.
1757. Vagjuk fel a hasab palastjat az. A4’ él mentén, és teritsiik ki a sikba. A kiteritett palas-
ton az ut (a PP’ szakasz) megrajzolhato.

1758. A kimetszett sikidom mer6leges vetiilete az alaplap sikjara a hasab alaplapja. Fel-
hasznaljuk, hogy a vetiilet teriilete a metszd sik alaplappal vett hajlasszogével kiszamithato:

/50

t'=t-cosa. /50 =t-cosd5°=1t= T =10cm?.
2
2
a
a
T
1759. (= n-1 4 M e me -’
- = . = . = = —3 = =
o= Nlgpo=Tn B n B = am
4tg — 4tg —
n
6-0,42- /3 23 .
1760. V=1, -m= y ~9,56cm
2.3,42-8,02 .
1761, V=1, m="—"—— =~ 44765em’".
t JR—
g%
1762. Az alapteriilet Heron-képlettel:
Ly= /56 —a)(s —b)(s—c), ahol @ + b + ¢ =25 =129 cm =

5 alap™
=5 =064,5 cm.

Luap= /04,5-31,5:22,5-10,5 = 692,82 cm’. V4= 01 = 692,8282 = 56811 cm’.
A= 21+ K, -m=2-692,82 + 129-82 = 11963,64 cm?.

1763. Azalaplap haromszogre (a = 2,18 m; b = 1,7 m; @ = 58,38°) alkalmazzuk a szinusztételt:

b_sinB _ L7 sin 8 in 8 =0,664= 8 = 41,61°. (Mivel <, § nem t
—_— = = = —1 = —3 = O' < -
a sina 218 sins83s o PTD 617 (Mivel § <@, f§ nem tompa

alap alap

a-b-siny 5 V
szog.) v =180°—(a + £)=80,01° t,,.= — = LZ2m =V=t,, m=>m= =
alap

_207 14,66
T =2

m 1758 s ' 586 5
1764. M=3dm=03m. V=—-= =586dm’=1t,= —=—— = 1953dm".

) 0,3 M 3 =
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a/3

1765. Az alaplap szabdlyos haromszog, ezért m,= — FCC’ derékszogli haromszogben

a3
2

m=m, tgy = tgp. A sikmetszet és az alaplap szoge C'FCL=¢ =027 V=1, m=

a*/3 a3 to =
4 2 B¥T
1766. 4 =2-2228 + 20 -5~ 144,56cm?; V' =2228-5~ 111,4cm’.

1767. Legyen a=2lcm, b=9cm, c=16cm=x=25cm, m=43cm. ATD derékszogi ha-
(@a+c)ym, (21+16) 8,65
alap: 2 = 2 =

3a® tggp

=1~ 4237 dm>.

romszogben Pitagorasz-tétel: m,> = 9* — 2,5°=m_ =~ 8,65 cm. t

~159,95cm?. A = 2y + Kiyjgpm =2 159,95 + 55-43 =~ 2685cm?. V= Liap M = 159,95-43 =
~ 6877,9cm?.
1768. I'= Laap M = 0,1496 - 2,46 = 0,368 m® =368 dm® =m,=0 V=2,85-368 =1049,2 kg.

1769. A térfogatok ardnya egyenld lesz az alapteriiletek ardnyaval. Az abra jeloléseit

ba/g

hasznalva DR tg 15°=b=a /3 -tg 15°

2, f a2 a/3 -tg15°:
a>- /3 3./3.a g
L thalszég =6- 4 = ) 5 tlizenkétszg,g =12- ) =9 tg 15°- a2,
3/3
2. thatsz(’)g : ttizenkétszég=[ 2 02’ : (9 ' tglso ’ (12> = : lll .b
‘/5 1,077 |
S 6-tg15° T ="

1770. 1}, =192cm’; A, ~ 221,7 cm?.
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1771. A hasonldésidgbdl kovetkezik, hogy 5 =
X
im m+ 1,6 o
I I . =3 =>m,=32m=x=2,625m. A csatornat tekinthet-
- 1_ - Lém ik hartrapéz alapa egyenes hasabnak:
Y __¥. 2+ 2,625 5 i ,
2lm Latap™ f'l =2,3125m". 1 masodperc alatt 1,4 m = 1 6ra
alatt 5040 m, vagyis a hasab magassaga 5040 m. V'=t¢,,,-m =
m, =2,3125-5040 = 11655m°.

1772. Tekintsik az 1767. abrat. Legyen b =7,3m, c = 8m,
m,=6m, m=50m. A toltés tekinthetd olyan hurtrapéz alapu

- hasabnak, amelynek magassdga 50 m. Pitagorasz tétele miatt

x=/73"-6* ~4,16m.AB=DC + 2x =8 + 2-4,16 = 16,32 m.

(16,32 + 8)-6 \
V=t m=-~———""—.50~ 36474 m’.

a’ ) 207 L7
22

1773. Az alaplap egy egyenld szard derékszogli haromszog = oldalai a; a——ia—

a
a

2 =8=a=4,/2m.
2

+K, -m,azaz25=2-8 +

alap

R R ]

A=72t

alap

a+2~0§5]-m=>9=a<1 +/§)-m=>

:4ﬂ(1+ﬁ) 8 8
9(2-/2)

V=t m=8§—— "= 9(2-42)~527m’,

=m

mﬂ
=cos 18,9°=

1774. 9?3 =sin 189°=a ~602dm & =

6,02-8.8
=, 88AM. Ay = Uy + Ky 1 = 2=+

9,3 dm
/ 18,90 +(6,02+2-9,3)-23,6 ~ 634 dm®.
6,02-8,8
s 23,6 ~625dm’.

I/haséxb = talap m=

[\S]ISY

23 2[5

1775. A,y = 20y + Kooy m =2 4 +3a-m, azaz 5182 = > + 660a =

= ./3a*+13200-1036,4=0= a, <0, ez nem lehet egy szakasz hossza; a,=0,784 dm =

a*/3 0,784%- /3
[~m= 1 f-220z58,6dm3.

=V=t, -m=
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1776. V'~ 13695dm’; A ~ 3506,8 dm’.

1777. V=37279cm’; A ~ 6463 cm>. é

82/3
1778. V=1, m= 4[ -15-sin 48,27° =~ 310,23 dm’. "
1779. Az alapterilet Heron-képlettel: 7,, = A

= [s6—a)(s—b)(s—c) =,/39,5-19,5-13,5:6,5 ~ 259,98 dm’.
V=1, b-sin 69,6° = 259,98-52 sin 69,6° ~ 12671 dm’~ 12,67 m".
1780. o =50°7; 5 =70°13";d =7 dm; r =3 dm; ¢ = 60°.
a=2r-sina=4,6dm;b=2r-sin §=5,65dm;y =59,66°

t ZM ~11,22dm*’=V=t¢
alap 2 ’ alap

-d-sin ¢ ~ 68dm°>.

Tetraéder

1781. 1 rész: maga a test. 4 rész: a cstiicsokhoz csatlakozd triéderekbdl. 4 rész: a lapokhoz
csatlakozd térrészekbdl. 6 rész: az élekhez csatlakozo térrészekbdl. Osszesen: 15rész.

1782. AzABCA S, stlypontjara AS, = 2S,E; a BCDA S stlypontjara DS, = 2S ,E. AED<-
ben a parhuzamos szel6k tételének megforditdsa miatt S,S,, | DA = a parhuzamos szelGszaka-

1
szok tételét alkalmazva S S, = 3 AD. S ,S,SA ~ ADSA, mert szogeik paronként egyenl6k =

1 S,5 S8 . . .
=A= 345 " Ds =S az AS, illetve DS, szakaszok S ,-hoz, illetve §;,-hez kozelebbi

negyedelSpontja. Paronként barmely két laphoz tartozo sulyvonal metszéspontjarol belathaté a
fenti negyedelés. = A stilyvonalak egy pontban metszik egymast. Ezt a pontot a tetraéder suly-

pontjanak nevezziik.
1783. Tekintsiik az 1782. dbrat. Az 1782. feladatban lattuk, hogy S,S, | DA és az S,S,SA

1
kozéppontosan hasonlé az ADSA-h6z az S pontra vonatkozéan Ag= 3 arannyal. Igaz

tovabba, hogy S ,S,EA kdzéppontosan hasonlé a DAEA-

1
hoz az E pontra vonatkozdan A, = 3 arannyal. EF D

sulyvonal az AEDA-ben; EFNS,S,=G; F képe G az E
koézéppontt hasonlésagban = EG stlyvonal az S ,S,EA-
ben= G felezi S,S,-t. SG sulyvonal az §,S,S-ben; SF F
stlyvonal az ADSA-ben. Mivel S .S, képe AD az S kozép-

pontd hasonlésdgban = SG képe SF ugyanabban a ha- 7 C
sonldsagban. A kézépponton dtmend egyenes invaridns, 4 4m

igy F, S, G és E egy egyenesen vannak = FE atmegy S-en. \v E
1

Az E kozéppontt hasonlésag miatt GE = gFE;
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mABC

Tetraéder

3
az § kozépponti hasonlésdg miatt FS = ZFG. ES =

3 3 1 32 1
= (FE - GE)= - (FE - _FE) = -+ _FE = _FE.

4 3 2
Tehat S felezi FE-t.
1784. Az 1782. feladatban lattuk, hogy A'D'EA ~

1
~DAEA, A= 3 a hasonl6sdg aranya, £ a hasonldsag
1
kozéppontja= A'D’'|DA és A'D' = EDA. Hasonl6an

belathat6é ez a tobbi élparra is. A két tetraéder élei pa-
ronként parhuzamosak. A stlypontok altal meghatarozott
tetraéder éle harmada az eredeti tetraéder élének.

1
1785. Az 1784. feladatban lattuk, hogy C’'A’ = ?AC és
C'A'|AC= C'A’| [ABC]= C"A" | ACés C"A" = C'A’ =

1
= EAC' Hasonl6an belathaté, hogy A”B” | AB és A"B" =

1 1
= gAB, valamint B'C” | BC és B"C" = 3 BC.

1786. Legyen S,; az AB él felez6 merdleges sikja.
Barmely Pe S, esetén P4 = PB. Legyen Sy az BC él
felezd merdleges sikja. Barmely Q € Sy esetén OB = QC.
Sgc nem parhuzamos S ,,-vel, mert AB sem parhuzamos
BC-vel => S ;N Sp- = m - 1étezik, és merbleges [ABC]-
re. Barmely R € m ;- esetén RA = RB = RC, mert R ben-
ne van mindkét felez6 merdleges sikban. Legyen S, az
AD €l felezd merdleges sikja. Barmely 7€ S, esetén 74 =
=TD. §,, nem parhuzamos m ,.-vel, mert m ;- me-
r6leges az [ABC] sikra, de S ,,, nem merdleges ra. Legyen
SppNmp-=K. Kem, - —KA=KB=KC;, KeS,,=
=KA=KD. A két allitasb6l=KD =KC=KecS§,,
tehat a negyedik él felez6 merdleges sikja is atmegy K-n.
KA =KB =KC = KD miatt a K k6zépponti, KA sugart
gomb az ABCD tetraéder koré irhaté gomb.

1787. Legyen S,=[A4BD], S,=[BCD], S,=[ACD],
S,=[ABC]. §, és S, lapszogének szogfelezd sikja X,,.
Barmely P € X, esetén d(P; S,) = d(P; S,). S, és §; lap-
sz0gének szogfelezd sikja X,;. Barmely O € X, esetén
d(Q; S,)=d(Q; S;). Legyen X ,nX ;=e (D€e, mert
DeS,,DeS,). Barmely R e esetén d(R; S,) = d(R; S,),
mert ReX,. d(R; S)) =d(R; S;), mert ReX ;. A két

allitasbol = d(R; S,) = d(R; S;) = R rajta van az S, és S, sikok lapszogének szogfelezd sikjan,
X stkon.DeXésRe X, miatte=X,NX ;NX,, Legyen X,, az §, és S, sikok lapszogének
szogfelezo sikja. e nem parhuzamos a X, sikkal, mert akkor a tetraéder altal koriilzart térrész
nem tartalmazhatnd mindkett6t = e N X,, = O létezik. O € e miatt d(O; S,) = d(0; S,) = d(0; S,);
0 eZ,, miatt d(0;S,) =d(0; S,). A két allitasbol = d(O; S,) = d(0; S,) = O € X|,. Hasonléan
belathato, hogy O € X,,, tehdt a bels6 szogfelez6 sikok egy pontban metszik egymast. Ez az O
pont egyenld tavol van a tetraéder lapsikjaitdl = O koré d(O; S;) sugari gomb irhatd, ami érinti

a lapsikokat.



